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если оно является непрерывным образом множества иррациональных чисел, рассматривае-
мого в естественной топологии. Класс суслинских множеств содержит в качестве собствен-
ного подкласса класс борелевских множеств и является собственным подклассом класса из-
меримых по Лебегу множеств. Множество A ⊂ R — суслинское множество расширенной
числовой прямой, если оно представимо в виде объединения суслинского множества прямой
R и некоторого (в том числе и пустого) подмножества множества {−∞,+∞}.
Теорема 1. Справедливы включения: ν̂ −(·) ∈ (∗, Gδ) и ν̂ 0(·), ν̂ +(·) ∈ (∗, Fσδ).
Теорема 1, в частности, означает, что функция ν̂ −(·) принадлежит второму классу Бэ-
ра, а функции ν̂ 0(·) и ν̂ +(·) — третьему классу Бэра. Простым следствием теоремы 1 и
определения суслинских множеств является
Теорема 2. Спектры ν̂ 0(S∗(a)), ν̂ −(S∗(a)) и ν̂ +(S∗(a)) верхних характеристических
частот нулей, знаков и корней уравнения (1) представляют собой суслинские множества
неотрицательной полуоси R+ расширенной числовой прямой.
В предположении, что спектры содержат точку нуль, получено обращение этого утвер-
ждения: справедлива
Теорема 3. Для произвольного содержащего нуль суслинского множества A ⊂ R+ су-
ществует уравнение (1) третьего порядка, спектры верхних характеристических частот
нулей, знаков и корней которого совпадают с множеством A.
Следующая теорема показывает, что утверждение теоремы 1 неулучшаемо.
Теорема 4. Существует такое уравнение (1) третьего порядка, что множество Ле-
бега [ν̂ −(·) > r] его функции знаков при некотором r > 0 есть множество точного первого
борелевского класса, а также такое уравнение (1) третьего порядка, что множества Ле-
бега [ν̂ 0(·) > r] и [ν̂ +(·) > r] его функций нулей и корней — множества точного второго
борелевского класса.
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Рассмотрим линейную дифференциальную систему
x˙ = A(t)x, x ∈ Rn, t > 0, (1)
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размерности n > 2 с равномерно ограниченной (sup{‖A(t)‖ : t > 0} < +∞) и кусочно-не-
прерывной на временно´й полуоси t > 0 матрицей коэффициентов. Через X (A) обозначим
совокупность всех ненулевых решений системы (1), а через XA(·, ·) — ее матрицу Коши.
Через Mn обозначим метрическое пространство систем (1) с метрикой равномерной схо-
димости их коэффициентов на полуоси. Нижним β[x] и верхним β[x] показателями Боля
решения x(·) ∈ X (A) называются [1, с. 171–172; 2] величины:
β[x] = lim
t−τ→+∞
1
t− τ ln
‖x(t)‖
‖x(τ)‖ и β[x] = limt−τ→+∞
1
t− τ ln
‖x(t)‖
‖x(τ)‖ , (2)
а нижним и верхним генеральными или, как их еще называют, особыми показателями си-
стемы (1) — величины [1, с. 172]:
ω0(A) = lim
t−τ→+∞
1
t− τ ln ‖X
−1
A (t, τ)‖−1 и Ω0(A) = limt−τ→+∞
1
t− τ ln ‖XA(t, τ)‖. (3)
Следующие очевидные неравенства нельзя, вообще говоря, заменить [3] равенствами: ω0(A)6
6 inf
x∈X (A)
β[x] и sup
x∈X (A)
β[x] 6 Ω0(A).
Р.Э. Виноградом в работе [2] установлена справедливость равенств
ω0(A) = lim
ε→+0
inf
‖Q‖6 ε
inf
x∈X (A+Q)
β[x] и Ω0(A) = lim
ε→+0
sup
‖Q‖6 ε
sup
x∈X (A+Q)
β[x], (4)
т. е., другими словами, нижний (верхний) генеральный показатель системы (1) — это нижняя
(верхняя) грань нижних (верхних) показателей Боля ненулевых решений систем при сколь
угодно малых возмущениях матрицы коэффициентов системы (1).
С геометрической точки зрения нижний ω0(A) и верхний Ω0(A) генеральные показатели
системы (1) — это асимптотически точные при t−τ → +∞, соответственно, нижняя граница
малых полуосей и верхняя граница больших полуосей в логарифмической шкале семейства
эллипсоидов Et,τ
def= {ξ ∈ Rn : ‖X−1A (t, τ)ξ‖ = 1} (норма матрицы спектральная), порождае-
мых линейными отображениями XA(t, τ), t > τ > 0. С этой точки зрения представляется
естественным наряду с величинами (3) рассмотреть также и величины
ω0(A) = lim
t−τ→+∞
1
t− τ ln ‖X
−1
A (t, τ)‖−1 и Ω0(A) = lim
t−τ→+∞
1
t− τ ln ‖XA(t, τ)‖, (5)
дающие, соответственно, асимптотически точные при t − τ → +∞ верхнюю границу изме-
нения малых полуосей и нижнюю границу изменения больших полуосей в логарифмической
шкале семейства эллипсоидов Et,τ и выяснить, связаны ли величины (5) равенствами, ана-
логичными равенствам (4), с показателями Боля решений возмущенных систем.
Естественное предположение, основанное на аналогии определения величин (3) и (5) и
на равенствах, связывающих величины (3) и (4), неверно, как показывает
Теорема 1. Имеют место неравенства
ω0(A) > lim
ε→+0
inf
‖Q‖6 ε
inf
x∈X (A+Q)
β[x] и Ω0(A) 6 lim
ε→+0
sup
‖Q‖6 ε
sup
x∈X (A+Q)
β[x], (6)
и для любого натурального n > 2 существуют такие системы (1), для которых каждое
из этих неравенств является строгим.
Точные выражения правых частей равенств (6) через матрицу Коши системы (1) дает
Теорема 2. Имеют место равенства
lim
ε→+0
inf
‖Q‖6ε
inf
x∈X (A+Q)
β[x]= lim
T→+∞
lim
k−m→+∞
1
(k −m)T
k∑
i=m+1
ln ‖X−1A (iT, (i− 1)T )‖−1
def= ω0∗(A),
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lim
ε→+0
sup
‖Q‖6 ε
sup
x∈X (A+Q)
β[x] = lim
T→+∞
lim
k−m→+∞
1
(k −m)T
k∑
i=m+1
ln‖XA(iT, (i− 1)T )‖ def= Ω∗0(A).
где k,m ∈ N.
То, что правые части этих равенств корректно определены (т. е. то, что внешний предел
в правых частях этих равенств существует), устанавливается в доказательстве теоремы 2.
Приведенная выше теорема Р.Э. Винограда [2] (см. соотношения (4)) и теорема 2 да-
ют точные крайние границы изменения (подвижности) верхних и нижних показателей Боля
решений под действием малых возмущений матрицы коэффициентов системы (1). Рассмот-
рим, как могут изменяться сами эти точные границы Ω0(A), ω0∗(A) и Ω∗0(A), ω0(A), а
также величины Ω0(A) и ω0(A) под действием малых возмущений матрицы коэффициен-
тов системы (1). Напомним, что вещественнозначная функция, заданная на метрическом
пространстве Mn, называется устойчивой вверх (соответственно вниз), если она является
полунепрерывной сверху (соответственно снизу) функцией на этом пространстве.
Показатель Ω0(·) устойчив вверх, а показатель ω0(·) — вниз [1, с. 180], но в противопо-
ложных направлениях эти показатели, если n > 2, неустойчивы [4]. Этими же свойствами,
как показывают следующие теоремы, обладают и показатели Ω∗0(·) и ω0∗(·), но не Ω0(A) и
ω0(A).
Теорема 3. Показатель Ω∗0(·) устойчив вверх, а показатель ω0∗(·) — вниз.
Теорема 4. Если n > 2, то показатель Ω∗0(·) неустойчив вниз, а показатель ω0∗(·) —
вверх, т. е. при n > 2 существуют такие системы A ∈ Mn, для которых выполнены
соответственно неравенства
lim
ε→+0
inf
‖Q‖6ε
Ω∗0(A+Q) < Ω
∗
0(A) и lim
ε→+0
sup
‖Q‖6ε
ω0∗(A+Q) > ω
0
∗(A).
Теорема 5. Каждый из показателей Ω0(A) и ω0(A) не устойчив ни вверх, ни вниз
при малых возмущениях матрицы коэффициентов.
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Для натурального n через Mn обозначим класс линейных дифференциальных систем
x˙ = A(t)x, x ∈ Rn, t > 0, (1)
